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Séance 2

La possibilité de décomposer les vibrations périodiques en superpositions de modes dont les
fréquences sont des multiples entiers d'une méme fréquence fondamentale est suggérée par la
musique : les observations sur les cordes vibrantes remontent a I'antiquité. En 1822, Joseph
Fourier a transformé cette idée en un outil mathématique, utile pour résoudre les équations de
la chaleur.

Cet outil mathématique est trés utilisé en mécanique pour caractériser les modes propres des
structures, pour déterminer les rugosités, pour résoudre certaines équations différentielles.

1 Harmoniques

Les fonctions 2r-périodiques élémentaires sont ¢ — sin(f) et £ — cos(f). Les combinaisons linéaires
aj cos(t) + by sin(#) s’appellent les harmoniques pures.

Soit k € Nun entier. On appelle harmoniques d’ordre k les combinaisons linéaires ay cos(kt) +
bisin(kt). En les superposant, on obtient une grande famille de fonctions 27-périodiques, de la
forme

o0
agp+ Z aj.cos(kt) + bysin(kt).
k=1

On les appelle séries trigonométriques.

2 Quelques exemples pour fixer les idées

1 7\ | | | | | \7 1 7\ | | | | ]
0 : 0 :
_1 7\ | | | | | | | \7 _1 7\ | | | | | | \7
—2n 7T 0 T 2; —2n — 7 T 2n
f(x) = sin(x) fonction trigonométrique élé- f(x) = sin(x)/4 + sin(2x)/2 + cos(4x)/8 —
mentaire cos(6x)/12 : Mesure de rugosité sur un palier
lisse.
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3 Polynomes trigonométriques

Un polyndome trigonométrique, c’est une série trigonométrique qui n'a qu'un nombre fini de ter-
mes non nuls.

n
P(t)=ay+ Z aj.cos(kt) + by sin(kt).
k=0

On peut définir un produit scalaire entre deux polynoémes :

2n
P-Q:if P(HQ() dt.
21 Jo

Cas ou n = 1. Pour 'analogie, un plan R? est muni d’une base de vecteurs (&%, e}). Tous les
vecteurs du plan peuvent se décomposer sur les vecteurs de base ii = a¢ + be),. Pour les fonctions
de période T, on peut les décomposer sur la base sin(¢) et cos(t), f(t) = asin(t) + bcos(t). Tout se
comporte comme si, “éy =sin(7)” et “e), = cos(#)”

En pratique les fonctions de base sont ey () = 1, fo(#) = 0eter(t) = v2sin(kt) et fx(®) = V2 cos(kt)
si k> 0. Elles forment forment une base orthonormée de '’espace des fonctions 27z-périodiques.
On peut vérifier que les fonctions trigonométriques de base sont orthogonales entre elles et de
norme 1:

Si k # m (ce raisonnement peut-étre étendus aux ey - f,; et e - fi),

27
ep-ey; = % ) ZSin(kt)\/Esin(mt)dt
= %f % (cos((k—m)t) —cos((k+m)t))dt
0
1 . 1 ) 2n
= msm((k— m)t) — m sin((k+m)t) .
=0

Sik=m ,
1 T
ey e = o V2sin(kt)V2sin(kt)dt
1 ?”1
= —f —(1+cos(2kr))dt
0o 2

7T
1t 1 . 2n
=— |-+ —sin(2kt)

T |2 4k 0
=1

Les fonctions trigonométriques de base sont bien orthogonales entre elles et de norme 1.
Identité de Parseval pour les polynémes trigonométriques

Soit f = Y.1_, arv2cos(kt)+brv2sin(kt) = X}_, ax fr(1)+byex(t) un polyndome trigonométrique.
Alors

WfIP=f-f= Z ai + by,
k=1
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Démonstration :

f-f = (Z a fi (1) +bkek(l‘)) : (Z a; fi (1) +bj€j(t))
k=1 j=1
=12 D (afi(t) + brer(r) - (a; fi(t) + bje;(1))

k=1j=1

—

Il
M=

Z ara; fi(0)- fj(t+braje(t)- fi(¥) + bra; fi(r)-e;j(t) + bibjer(r)-ej(r)
= — — —

1 —
5](‘]' 0 0 5k,j

1j

=~
I

(a2 +b3.)

Il
M=

T
0

O, j estle symbole de Kronecker qui vaut 1 si j=k et 0 sinon.

4 Coefficients de Fourier

Soit f une fonction 27-périodique sur R et intégrable sur [0,27]. Ses coefficients de Fourier sont
les nombres

2n 2n
ak:f-fk:i f(t)V2cos(kt)dt. et bk:f-ek:i f()V2sin(kt) dt.
271 Jo 21 Jo

Coefficients de Fourier du signal en dents de scie.

Pour £ €]0,2x], f(t) = t.

6 |

4, .

2, .

07\\\\\\\\%
27—t 0 T 21

Attention, la fonction dent de scie n’est pas impaire !

1 2n
ao :f'fk:—f rdt
271 Jo
1 t2]2n’
2m |2,
=7

Le coefficient ay est la moyenne de la fonction.
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1 21
ag :f-fk:gfo tvV2cos(kt)dt

1 tsin(kt)r”_ 1 fzn sin(kt)dt
V2rn k1o Vemldo k
1 _cos(kt)r”
V2kn ko

=0

1 2r
by :f'sz—f t\/zsin(kt)dt
27 Jo

1 tcos(kt)]2”+ 1 /z’fcos(kt)dt
V2n k1o VerJdo k
1 [sin(kt) "
=——27
ko

+
V2n V2kn
V2
ok
On peut écrire la fonction sous formes de séries de Fourier,

fO=n+) —\/—E\/Qsin(kt) =T+ _—zsin(kt)
P =0 K

On peut tronquer cette série de Fourier pour comprendre comment la série de Fourier con-
verge vers la fonction,

Pointillés : ordre O ;
Noir : ordre 1 Violet : ordre 2 Bleu: ordre 5

/

4
2
OBt e Z 0 ;
=27 % 0 T 27 =2 —7% 0 T 2n

Remarques:

1. La définition de la transformée de Fourier n’est pas unique, on peut choisir des intervalles
de longueur 27 mais placés différemment, par exemple [—7; 7]

2. La normalisation des fonctions de base est parfois différente : le v/2 peut étre absent. At-
tention, ¢ca change le sens des coefficients de Fourier. (Notamment cela introduit un facteur
dans I'identité de Parseval)

3. Siune fonction est impaire alors ses coefficients de Fourier associés aux fonctions de la base
de Fourier paires (e (t)) sont nuls.

4. Siune fonction est paire alors ses coefficients de Fourier associés aux fonctions de la base de
Fourier impaires (fi(¢)) sont nuls.
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5 Fonctions non-périodiques : transformée de Fourier

Les séries de Fourier permettent de passer de I’espace temporel a I'’espace fréquentiel. Elles peu-
vent étre utilisées aussi bien pour traiter des signaux temporel (variation d’'un son dans le temps
qu'un signal spatial, variation d’'une rugosité dans I'’espace par exemple. Lorsque les fonctions
ne sont pas périodiques, on a recours a un outil dérivées des séries de Fourier : la transformée
de Fourier. La description fréquentielle passe d'une discrétisation en multiples fréquentiels a un
continuum de fréquence.

5.1 Définition de la transformée de Fourier

5.2 Préliminaire : racine n'®™¢ de unité

Soit n un entier positif. L'équation X" = 1 possede exactement n solutions C: les racines n-ieme

de I'unité .
LKTT .
xx=en, 0<k<n, car x,’C‘:(en) =e%ikm = (*Mk =1k =1

5.3 Définition de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier d’'une fonction f(¢) est la fonction f (),

~ (X) .
flw)= f f(t)e_””t dt
—00
On définit la transformée de Fourier inverse,

_i * z iwt
fn= 2nf_oof(w)e dw

On rappelle que i est le nombre imaginaire pur i? = —1 et que e’ = cos@ + i sin@.

La transformée de Fourier utilise les fonctions sinusoidales de différentes fréquences comme
fonctions de base. Si f(f) est un signal temporel alors f(w) est appelé spectre de ce signal.

5.4 Exemple de transformée de Fourier

Prenons un exemple de traitement du signal. Le filtre passe-bas (qui laisse passer les basses
fréquences) de fréquence de coupure w, s’écrit

= |1 si|lwl=w,
f(‘”)‘{o si |w| > w,

Quelle est sa réponse impulsionnelle ?
Propriété : La réponse impulsionnelle est la transformée de Fourier inverse de la réponse en
fréquence du systeme considéré.

(e¢]

_i s iot
f= 2ﬂf_oof(w)e dw



O

Pour le filtre passe bas idéal,

1 ([
AR —E(f_m

1 (o ...
=— e“'dw

21 J-w,

1 iwt 1We

3 e
2w | it
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5.5 Convolution de deux signaux

Le produit de convolution est une opération mathématique permettant d’analyser un signal par
rapport a un autre (par exemple de comprendre a quel point ils se ressemblent). Le produit de

convolution de f(t) par g(t) s’écrit

(f*g)(t):f fglt-1)dr

La transformée de Fourier de la convolution de deux signaux est le produit de leurs transfor-

mées de Fourier. TF((f * g)) = f&.

Preuve :
+00 +00
TF((f*8) :f f fglt-
~ 50 [ p oo
= f f f@gt-
~F00 [ pFoo
= f fgt—-
~ 50 7 %0
= f fglt—

Il
—_——
g8

g8

= f(w)g(w)

T)d‘[) eltdr
T)eiwt dt) dr inversion des intégrales
_L_)eiw(t—r+r)dt) dr

T)ei‘”(t_”ei“”dt) dr

. +m .
fe“r (f g(t—r)e“"(t_”dt) dr

. +m .
f@e'r (f g(u)e”"”du) dr Changement de variable t — 7 = u

Inversement, la tranformée de fourier du produit de deux signaux est les convolution de leurs
transformées de Fourier T(fg) = (f * §)/2n.

5.6 Transformées de Fourier : dérivation

La transformée de la dérivée :

fimiof

La démonstration fait intervenir une intégration par partie.
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