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1 Application aux calculs de longueurs

La longueur peut étre calculée a partir d'une fonction, d'une courbe paramétrée ou bien en ab-
scisse curviligne. Les expressions correspondant a chaque paramétrage sont données ci-dessous,
FONCTION COURBE PARAMETREE ABSCISSE CURVILIGNE

b 151 S1
Lf 1+ (x)%dx L:f \/ X'(6)2+y' (1)2dt sz ds
a y o y S0

1.1 Exemplel

Calculer la longueur de la courbe y = 3x%/3 —10 entre les points (8,2) et (27,17).
Ici, on peut utiliser directement la formule des fonctions,

27 2 2 27
L:f 1+(1—/3) dx:f x V3 x23 + 4dx
8 x 8

On effectue le changement de variable u = x23 + 4, bornes Uy = 823 14=8etu; =27*3+4=11,

incrément du = %x‘” 3dx

13 372111
L= —\/udu:[u ] =11V/11-8V8

g 2 8
1.2 Exemple 2

Calculer le périmetre d'un cercle défini par la courbe paramétréex = Rcos(t), y = Rsin(¢) pour ¢
variant de 0 a 27. Ici, on peut utiliser directement la formule des courbes paramétrées,

27 271 27 271
L:f \/stinz(t)+R2cosz(t)dt:f \/Rz(sinz(t)+cosz(t))dt: V R2dt =R dt=2nR
0 0 0 0



Institut Universitaire R4.04 Maths
de Technologie

Aix:-Marseille Université

2 Application aux calculs d’aire

2.1 Ellipse

Une ellipse est décrite en paramétrage polaire par I’équation

2 2
p Xy
g =—" i
PO 1+ ecos(0) - a? b?
.e= —”’Za”’z est 'excentricité de 'ellipse et p = b—: le parametre. a et b sont appelés demi-grand

axe et demi-petit axe.

On peut écrire 'intégrale en coordonnées cartésiennes :

fa fb 1—(x/a)2 f f 1- (y/b)2
-aJ-b 1—(x/a)2 —ay/1- (y/b)2

On peut la calculer directement,

a rbvV1-(x/a)? a X
:f f dydx=2b| /1-(=)%dx
—ad-b\1-(x/a)? —-a a
X
= Zabf V1-u?du (u=—, bornes [-1,1], incrément adu = dx)
a
n/2

=2ab 1 —sin(r)? cos(t)dt (u = sin(#), bornes [—g g] incrément du = cos(#)dt)
-m/2
" /2 1 + cos(2t in(2p) 172
=2ab cos?(t)dt = 2ab 1+cos@n) ol S )]
-2

=nab
—-m/2 —m/2 2

3 Application aux calculs de volume

3.1 Ellipsoide

2 2 2
Un ellipsoide (forme de ballon de rugby) est décrit par —+ % + Z— =1

On peut écrire 'intégrale en coordonnées cartésiennes :

a pby1-(x/@? pey/1-(x/@)2—(y/b)?
:f f f dzdydx
—al-

bV 1-(x/@? J—c\/1-(x/ a2~ (y/b)?
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On peut la calculer directement,
1-(x/a x1\2 y 2
=2 —[—=] —=[=] dyd
Cf—aﬁ 1- (x/a)z\/ (a) (l’)) yex
2
1-(x/a)? 2
_20[ [ (P 1 [ | e
—ad-b\V1-(x1a)? a bv/1-(x/a)?
J/

C V1-(xla)?

:2bcf 1— - dxf V1-u?du Bornes: [-1,1]

Incrément : by/1— (i) du=dy
a 2
:Zbczf 1—(5) dx
2J-

a a
a(x\31* 4n
x——( ) =—abc
3 . 3

=nbc

a

4 Centre d’'inertie et second moment d’aire

4.1 Centre d’inertie

On appelle centre d’inertie d'un solide la barycentre des masses élémentaire . Chaque volume
élémentaire dv affectés des coefficients des masses élementaires dm participe a la définition du
barycentre,

B — ]_ B ——
OG:—f OXdm
M Jy

oll M est la masse totale du solide, M = f;,dm et O un point quelconque de 'espace. Pour un
solide homogene (masse volumique constante p) dans un repere cartésien,

f xdxdydz f xdxdydz

XG
yG R A j{ydxdydz :% jvydxdydz

f pdxdydz
zdxdydz zdxdydz
v 1

En pratique, le centre de gravité est toujours confondu avec le centre d’inertie. Dans quelques
cas, pour de trés grand objets spatiaux, le champ de pesanteur n’est pas uniforme et le centre de
gravité et le centre d’inertie ne sont plus confondus.

Propriétés des centres d’inerties pour les solides homogenes :
1. Sile solide possede des symétries matérielle, son centre d’inertie est nécéssairement situé
sur ces éléments de symétrie.

Exemple 1 : la sphere posséde une symétrie ponctuelle par rapport a son centre. le centre
d’inertie est donc le centre de la sphere.



Institut Universitaire R4.04 Maths
de Technologie

Aix:-Marseille Université

Exemple 2: Un parallélépipede rectangle possede 3 plans de symétrie. Le centre d’inertie
appartient a chacun de ces plans, c’est donc le point d’intersection de ces trois plans.

2. Si le solide peut étre décomposé en une somme de systémes matériels simples, le centre
d’inertie global s'obtiendra en recherchant le barycentre des centres d’inertie partiels affec-
tés de leurs masses respectives.

4.2 Moment d’inertie, opérateur d’inertie.

On appelle moment d’inertie d'un solide par rapport a I'axe (G, ii) 'intégrale, calculé par rapport
au centre de gravité G,

Igi= f r2dm , pour un solide homogeénel, = f pr?dxdydz
1% v

ol r représente la distance a I’axe (G, &) d'un point matériel affecté de la masse dm.

Théoréme de Huyghens
Sil’on connait [(G, i) au centre de gravité G, on peut déplacer le point du calcul du centre d’inertie
au point A :

I(G,ﬁ) = I(A,ﬁ) + Md2

avec M la masse totale du solide considéré et d la distance entre G et A orthogonale a ii.

Opérateur d’inertie
Lopérateur d’inertie permet de calculer le moment d’inertie selon n'importe quel axe, il est
calculé au centre d’inertie,

fv(y2+22) dm —fvxydm —fvxzdm
1.= = Jyxydm [, (x*+2%)dm - [, yzdm
- [y xzdm —fyyzdm [, (x*+y*)dm

A partir de cette matrice, on peut calculer le moment d’inertie vers n'importe quel axe ii,
Icz=1.u
G, u =G

en discrétisant le calcul avec U = (uy, uy, uz),

fy(B+x5)dm - [, xixp2dm = [, xyxsdm \ (u
Ih(u)=| - fyxixedm [, (x3+x3)dm - [, xoxsdm || u
—fyxixsdm - [, xoxsdm [, (x3+x3)dm) \us
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