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Séance 1

1 Limitation graphique d’une fonction

Une fonction a un caractere injectif : a tout élément de ’ensemble de départ elle admet un unique
élément de '’ensemble d’arrivée. Autrement dit a tout x de '’ensemble de départ correspond un
unique f(x) de 'ensemble d’arrivée.

6 Fonction 5 Courbe paramétrée
| | |
4l i
i 3 |
0 z
-2 X |
-2 -1 0 1 2 3
a X b. X

De cette maniere une fonction ne peut pas représenter une droite verticale, un cercle ou une
ellipse : au moins 2 points ont la méme abscisse mais des ordonnées différentes. Pour représenter
ces éléments on fera appel au formalisme des courbes paramétrées. Les courbes paramétrées
permettent de représenter des formes géométriques complexes.
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2 Définition d’'une courbe paramétrée plane

Une courbe paramétrée plane est une applica-
tion f () d'un sous-ensemble D de R dans le plan
R2:

DcR — R2
x(t))
y(1)

t — f(t):(

Ainsi, une courbe paramétrée (ou arc paramétré)
estune application qui, a un réel ¢ (le parametre),
x( t))
y@o)
Un paramétrage n’est pas unique. Une courbe
peut étre représentée par plusieurs paramétrages

du plan.
Interprétation cinématique : En mécanique, 'étude des mouvements s’appelle la cinéma-

tique. Lorsque le parametre ¢ s'interpréte comme le temps, la courbe paramétrée est une trajec-
toire. Dans ce cas, on peut dire que f(#) est la position du point a I'instant t.

associe un point du plan (

2.1 Intéréten mécanique

Les courbes paramétrées ont plusieurs intéréts majeurs en génie mécanique,

1. Modéliser la cinématique de mouvements complexes (par exemple, le mouvement d'un
point sur un pneu qui roule et qui avance).

2. Définir les trajectoires outils pour les machines a commande numérique.

3. Calculer les vitesses et les accélérations des trajectoires (Machines outils : corriger les erreurs
inertielles, modélisation cinématique).

4. Permettre la modélisation de géométries complexes par modeleur géométrique (CATIA, 3DEx-
perience, etc.)

2.2 Exemples de courbes paramétrées

Cercle : 41 |

{x:R(cos(t)) -~ 2f :

¥y = R(sin(1)) ol |
28 6 -1 -2 o 2 4 6
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Cycloide:
x = R(t —sin(1)) -
y=R(1--cos(f))
2 4 6 8 10
X
Cardioide : 0} a
X = Rcos(1)(1 + cos(1)) ~ 2| i
y = Rsin(#)(1 + cos(1))
_4 = ]
-4 -2 0 2 4
X
Une fonction classique : 21 s
{ x=t
y=f >~ 0 |
-2l i
-4 -2 0 2 4
X

Toute fonction classique peut étre représentée par une courbe paramétrée.

R4.04 Maths
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3 Définition d'une courbe paramétrée 3D

Une courbe paramétrée plane est une application f(f) d'un
sous-ensemble D de R dans I'espace R*:

DcR — R3
x(t)

t — f(t)=(y(t))
z(1)

Ainsi, une courbe paramétrée (ou arc paramétré) est une ap-
plication qui, a un réel ¢ (le parametre), associe un point de

x(1)
I'espace | y(1) |.

z(1)
Comme pour les courbes planes, un paramétrage n'est pas
unique. Une courbe peut étre représentée par plusieurs
paramétrages différents.

4 Vecteur tangent, vecteur vitesse

4.1 définition

R4.04 Maths

Soit f(#) une courbe paramétrée ; le vecteur tangent (appelé vecteur vitesse en mécanique) en ¢ = fg

est la limite (si elle existe)

. K@) —1(0) .. £(to+ h) —1()
lim————=lim—+———
t—1 r— tO h—0 h

=1 (%)

Ces expressions s’appliquent pour des courbes paramétrées a 2 dimensions ou a 3 dimensions:

¥ (to)

en2D: f(f) = (x (IO)) en3D: f(f)= (

x' (o)
¥ (%)

Z'(t)

Ainsi le vecteur tangent ne peut exister que si les fonctions x(#), y(f), z(f) sont dérivables en #,. En
mécanique, la dérivation temporelle est notée de maniere équivalente f'(¢) = f(r)
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4.2 Représentation graphique

Le vecteur tangent a la courbe paramétrée per-

met de définir '’équation de la droite tangente au
point g telle que 4 |
T(1) = f(ty) + (£ — 10)f (o) Al i

Lorsque ¢ = fy, la droite tangente est bien situé
sur la courbe paramétrée T(1y) = f(1y). ol i
-2l i
-2 2

4.3 Equation de droite de la tangente

En 2D I'équation de droite se détermine facilement a partir de I'équation paramétrée de la tan-
gente.

T() = £(1g) + (¢ — to)f (1) => (x(”) _ (x(fo)) -1 (ayc (to))

y@) \y(t) '(to)
Si x'(to) #£0,
_ x—x(ty) _
x=x(ty) + (t — t9) x' () M:(t—to) W_(t_t())
)+ (- )yY () ) Y ) = ’ V(o)
Y=yl 0)y (fo y = ylto) + (t—to)y' (to) y:y(t0)+(x—x(t0))x,(t)
0
¥y (to)

L'équation de droite de la tangente T est donc y = y(ty) + (x — x(Z)) T
X'l
Si x'(to) = 0, 'équation de droite est simplement x = x(f), droite verticale.

5 FEtude d’'une courbe paramétrée

Les courbes paramétrées sont plus difficiles a tracer que les fonctions mais on peut en donner une
représentation rapide via une étude de courbe paramétrée. La ot une étude de fonction se résume
a un tableau de variation, I'étude de la courbe paramétrée correspond aux tableaux de variation
de chaque fonction coordonnée.

5.1 Réduction du domaine d’étude

Pour se simplifier la tache, la premiere chose a faire est de voir si la courbe possede des pro-
priétés de symétrie. On peut chercher si un point M (x,y) de la courbe reste sur la courbe apres
I'application des transformations suivantes :
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1. Translation de vecteuru = (a,b) : t,(M) = (x+a,y + b).

2. Réflexion d’axe (Ox) : s(ox) (M) = (x,-Y).

3. Réflexion d’axe (Oy) : s(0y) (M) = (=x, ).

4. Symétrie centrale de centre O : sp(M) = (—x,—}).

5. Symétrie centrale de centre I(a,b) : s;(M) = (2a—x,2b—y).
6. Réflexion d’axe la droite (D) d’équation y = x : sp(M) = (3, x).
7. Rotation d’angle 7/2 autour de O : Roto z/2)(M) = (=Y, x).

8. Rotation d’angle —m/2 autour de O : Rotp,—z/2)(M) = (y,—x).

5.2 Tangentes horizontales et tangentes verticales (2D)

Les tangentes horizontales correspondent aux points ot la dérivée de la coordonnée y(¢) s’annule,
y'(r) =0.
Les tangentes verticales correspondent aux points o1 la dérivée de la coordonnée x(t) s’annule,
/
x'(r)=0.

5.3 Asymptotes (2D)

Soit une courbe paramétrée f définie sur un intervalle ouvert ou semi ouvert I € R. fy désigne une
des bornes de I (f; est soit un réel, soit —oo, soit +co).

On dit qu’il y a branche infinie en fy des que 'une au moins des deux fonctions x(#) ou y(t)
tend vers +oo quand ¢ tend vers f : }intlllf( || = +oo.
— b

Une asymptote, si elle existe, est la droite qui approxime une branche infinie. La droite d’équation
x(1)

y = ax+b est asymptote ala courbe représentative de la courbe paramétrée f(¢) = (y ( t)) si letl y(t)—
—lo
(ax()+b)=0

Classification des asymptotes
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1. Asymptote horizontale : Si, }Hrtl x(f) = oo et 5 -
— B i
L}intl y()=aceR |
—bo

La droite d’équation y = a est asymptote horizontale ol i

ala courbe paramétrée. x=1/2
2. Asymptote verticale : Si, }m? (1) = oo et tlintlx(t) = -2} .

—b —lo
acR | | |

La droite d’équation x = a est asymptote verticale a i i i
la courbe paramétrée.

3. Asymptote oblique (cas a rechercher si le? y(t) =
—bo

+ooet l!mtl x(£) = +£00)
—1o

. . y(@)
(@) étapel: lim——=acR et a#0
t—t x(1) | | |
(b) étape2: limy(1) - ax() =beR —2 0 2
— 1y T T
Ladroite d’équation y = ax+b est asymptote oblique 21 |
ala courbe paramétrée. i1
4. Branche infinie sans asymptote : si }nrtl y(t) = +o0, o |
—1lo
t
lim x(#) = +oo et limM:iooouO ol i
=1 t—1t x(t)
-2 0 2

5.4 Points multiples

Les courbes paramétrées peuvent se recouper.Lorsqu’elles se recoupent, le point d’intersection a
une multiplicité d’au moins 2, c’est-a-dire que le nombre de fois ol la courbe est passée par le
point est d’au moins 2. Plus généralement, soit f(f) une courbe paramétrée et soit A un point du
plan. La multiplicité du point A par rapport a la courbe f est le nombre de réels ¢ pour lesquels
f(r) =A.

5.5 Points singuliers

0
Soit f une courbe paramétrée. Si le vecteur dérivé est nul, si f'(¢) = ( 0) (oubien en 3D, f'(r) = |0
0

alors le point f(#) est un point singulier.
Lorsque le vecteur dérivé est nul, il n’est d’aucune utilité pour la recherche de la tangente. Pour
trouver la tangente en un point singulier, il faut repartir de la définition
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t+h)—y(t
Soit un point f(#) singulier, on recherche la limite, lim M Si cette limite est un réel

h—ox(t+ h) —x(t)
alors la tangente existe et a pour coefficient directeur ce coefficient. Si cette limite est infinie, la

tangente est verticale.

5.6 Typologie des points singuliers

Quand la courbe arrive au point singulier, la vitesse s’arréte.

1. la courbe continue dans le méme sens, sans traverser la tangente : point ordinaire,
2. la courbe continue dans le méme sens, en traversant la tangente : point d’'inflexion,

3. la courbe rebrousse chemin : c’est un point de rebroussement.

6 Longueur d'une courbe paramétrée

6.1 Longueur de lignes brisées

On considere une ligne brisée constituée d'un segment [A, B] avec
A=(xa,ya, 24) €t B=(xp, yB,zp) dans ce cas, lalongueur est simple-

xB
ment la norme euclidienne du vecteur A B, /B = (J’B)
zp

L(LA,B) = 1A Bl =/ (x5 — xa)? + (5~ y)2 + (2 — 20)2). (xA)
A=

=1ya
za
Pour une ligne brisée constituée de plusieurs segment, la longueur
est simplement la somme de chaque segment. Soit une ligne brisée X
constituée des points [Py,... P,] définis tels que P; = (x;,y;,zi). La Pi= ( )
longueur de cette ligne brisée s’écrit,

N
L =L([P1,P2])+ L([P2,P3]) +---+ L([Pp-1,Pp]) = _ L([P;, Pis1]) L7

i=1
n-1
=) \/(xi+1 —X)?+ (Vi1 — Y2 + (2111 — 2)? (XI)N
i=1 Pi=|n

<1

6.2 Longueur d'une courbe paramétrée

x(1)
Soit une courbe paramétrée f(¢) = | y(¢) | définie sur un intervalle [a,b] dont les fonctions coordon-
z(1)
nées x(1), y(t), z(t) sont continues et dérivables. On peut découper 'intervalle [a,b] en subdivision
plus petites et approximer la courbe paramétrée par des segments (approximation linéaire) dans
cette subdivision. On peut ainsi calculer la longueur,

L= L([f(t1),f(22)]) + L(f(22), £(£3)]) + - - - + L([£(£,-1), £(2,)]) avec h=a<tr<...tp1<tp=Db
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En augmentant le nombre de subdivision, n — oo, on peut approximer la fonction par avec dérivée
sur l'intervalle [#;, t;+1], £(£;+) = £(t;) + (t;+1 — £;)f (¢;). On calcule ainsi la longueur de la courbe sur
I'intervalle infinitésimal,

Ly = 10t — fCtr) 11 =/ (6080 — £Ct140))% =\ ((tia — 60 ()2 = 1E G (Eier — )

En notant ti+1— ti = dt et en passant d'une somme discréte a une somme continue (inté-
grale), on obtient I'expression de la longueur d'une courbe paramétrée,

b
L:f IF()11d

7 Vecteur accélération

Soit f(#) une courbe paramétrée ; le vecteur ac-

célération est la dérivée du vecteur vitesse et est 4
noté (1) ou f(¢). Le vecteur accélération en t =
fp est la limite (si elle existe) 31 |
() —f (1 f'(to+h)—f (1
lim (1) (0):lim (to+h) (0):f'(t0) 2| ]
i—tp -1 h—0 h
Ces expressions s’appliquent pour des courbes 1r )
paramétrées a 2 dimensions ou a 3 dimensions:
0 - ]
x’l(to) B |
e -1
en2D: f(5) = (x,,( O)) en3D: (1) =" (%)
y (%) "
Z (tO) _2 | | | I I

On sépare généralement l'accélération tangen-
tielle ar (augmentation en norme du vecteur
vitesse) de I'accélération radiale ay (changement
de direction du vecteur vitesse),
f'.f f'.f

f

_rt ¢ gty
ez A

ar
|I£']]2

8 Courbure d’'une courbe paramétrée
En 2D, la courbure d’'une courbe paramétrée s’obtient a partir des vecteurs vitesse et accélération,

_det(f(n), (1) lanll
1 (6)113 |1 (£)112
On peut retrouver ce résultat en considérant le repere de Frenet: 'accélération tangentielle cor-
respond a un changement de la norme du vecteur vitesse. L'accélération normale quant a elle cor-

respond au changement de direction du vecteur vitesse. Ce changement de direction du vecteur

C(1)
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O

vitesse est directement lié a la courbure : 'accélération normale vaut la vitesse au carré divisée par
le rayon de courbure

2
:W(t)” — C(;):l:a_N

ANTTR R IFOIP
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