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Séance 3

1 Differentielle totale
On appelle différentielle totale du premier ordre d'une fonction f(x,y) I’expression :

of of
df=—dx+—-—dy=0,fdx+9d,fd
Les dérivées totales traduisent I'accroissement d'une quantités lorsque plusieurs variables changent.
Pour une fonction d'une variable, la dérivée totale et la dérivée partielle sont le méme obijet.

Les dérivée totales sont souvent utilisées en mécanique, mécanique des fluides et thermodynamique.

Exemple : volume d’un cylindre anamorphé.

Le volume d’'un cylindre est V (r, h) = wr2h. La différentielle totale du volume s’écrit : dV =
2nrhdr +mr?dh. Un cylindre de rayon initial r = 10cm et i = 20cm est anamorphé r +dr =10,1cm
et h+dh=19,8cm.

On calcule facilement dr =0, 1cm et dh = —0,2cm. La variation de volume correspondante est
donc

dV =2xrhdr +nr*dh = 27.10.0,1.20 + 7.10%.(-0,2) = 62,8cm®

On aurait pu calculer les 2 volumes indépendamment pour calculer ’accroissement de volume :
V =nr*h=6282cm® et Vanamorphe = 1(r +dr)?(h +dh) = 6345cm? on trouve dV = 63,4cm?®

Le résultat approché (avec la différentielle) est plus rapide a obtenir.

2 Differentielle logarithmique

La différentielle logarithmique permet de calculer facilement des variation relatives d'une grandeur.
La variation relative d'une grandeur s’écrit

df 0.f dx+d,f dy
o f
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On peut la considérer facilement comme la différentielle totale du logarithme de f,

)
dIn(f) = df 0S4, Of dy = 0 In(f) dx+9,In(f) dy

o f f

Exemple : Avec cette formule, on peut estimer rapidement la variation relative effectuée sur le
calcul du volume. In(V) =1In(n) + 2In(r) + In(h)

av dr dh
& o dIn(v) =2dIn(r) +din(h) =2 + &2
14 r h

En effectuant 'application numérique avec les valeur de variation de rayon et de hauteur, on
trouve facilement,
dv  _0.1 0.2

=2 - 219
v 10 20

3 Calcul d’incertitude

Chaque mesure est entachée d’erreurs dues a la précision des dispositifs. Par exemple, supposons
que nous mesurons le c6té d'un petit carton cubique. la mesure donne 9,98 cm et nous savons que
nos appareils de mesure donne une précision a 0,05 metres prés. Cependant la valeur théorique
est 10 metres. Il existe donc une différence entre valeur mesurée et valeur théorique. Dans notre
cas, cette erreur est de 0,02 metres.

3.1 Valeur mesurée, erreur de mesure et précision d'un appareil de mesure

Soient x la valeur mesurée, 6 x I'’erreur de mesure et Ax la précision de 'appareil de mesure. Ainsi,
la valeur d’'une mesure est toujours donnée avec une incertitude, x + 6x. On peut majorer cette
erreur de mesure par la précision de 'appareil, |6 x| < Ax.

Exemple : Pour le carton cubique décrit plus haut, x = 9,98 et 6x = —0,02 et Ax = 0,05. En
pratique, seuls x et Ax sont connus, I’erreur 6 x est inconnue, on écrit x =9,98 +0,05.

3.2 Erreur absolue

Pour évaluer par exemple le volume du carton cubique, nous allons utiliser la valeur mesurée x.
V =994 cm®, Avec cette valeur simple, on connait le volume du carton mais on ne sait pas avec
quelle précision cette grandeur est connue. On peut en estimer I’erreur commise avec la différen-
tielle totale. Cette erreur est |6 V| = |x3 — (x + 6 x)3|, on trouve 6 V = 3x25 x.

Sil’on ne connait que la majoration de |0 4| < |A|, on peut en déduire I'erreur absolue faite sur
I'estimation du volume du carton, |AV| = 3x?Ax = 15 cm3. Le volume du carton est donc 994 + 15

CIl’l3 .
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3.3 Erreur relative

Nous avons calculé I'erreur absolue a I'aide de la différentielle totale. Connait-on cependant le
volume du carton avec une bonne précision ?

Pour quantifier une erreur (ou incertitude) on considere le ratio de I'erreur par sa grandeur,
0x

by
, ) Ax 0.05 . R o
Exemple: Pour le carton, I'erreur relative est — = 998~ 0.5%. On peut aussi de la méme maniere
, _ AV 15 _ _
calculer I'erreur relative sur le volume du carton, A = 994 =1,5%. Elle est 3 fois plus importante

que celle de I'appareil de mesure de longueur.

3.4 Calcul d’erreur pour les fonctions a plusieurs variables

On considere x et y deux mesures, Ax et Ay la précision des appareils qui ont mesuré x et y. Une
grandeur f est estimée a partir des mesures de x et y, f(x, y).
Lerreur absolue Af =|f(x+ Ax, y+Ay) — f(x, y)| se calcule grace a la différentielle totale :

0
—f‘Ay.

Ax+
xay

=2

Af estl'erreur absolue de la grandeur f, f £ Af.

_AF
|f (e, Y

Comme pour les fonctions a une seule variable, |'erreur relative est le quotient :

existe deux méthodes pour calculer I'erreur relative.
Méthode 1 : on considere le ratio de I'erreur absolue par la grandeur,

Af _ 0xf M
|f (e, p) f f
Méthode 2 : On considere la différentielle logarithmique.
Af
|f(x, Y

Ainsi, calculer I'erreur relative revient a calculer la différentielle de In(f).

Ax+

Ay.

= |0xIn(f)|Ax+|0yIn(f)|Ay

3.5 Quelques exemples

Mesure d’'un cheveu On mesure un cheveu a l'aide d'un micrometre, / = 105 + 5um. Cela signifie
que la longueur mesurée est de 105 micro-metres et que la précision de la mesure est de 5 micro-
metres.

Vitesse d’un coureur Un coureur parcourt une distance [ =40+0,1 men ¢ =5,8+0,01 secondes.
La vitesse moyenne du coureur est V = [/f = 6,896m/s. Une estimation de |’erreur absolue sur
cette vitesse est donnée par la différentielle totale de la vitesse,



Institut Universitaire R4.04 Maths

de Technologie
Aix:-Marseille Université

O

l

t2

0,1 40.0,01

+ —— =0.0291

5,8 5,82

Donc le coureur va a une vitesse V = 6.89 + 0.029m/s, l'incertitude de mesure sur sa vitesse est de

0,4%.

AV =

1
- At =
t

‘Al+
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