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Séance 4

1 Systeme différentiel linéaire (ordre 1)

Soit y1 (x), y2(x),... yn(x), n fonctions dérivables. On appelle systéme linéaire d’équations différen-
tielles du premier ordre tout systeme d’équations différentielles s’écrivant

/ —

Y, Santaipyt-c+aypynt b
/ —

Vo =apay1t+apoyrtctdppynt bo

Vo =aniY1+an2Yo+-+anpyn+bs

ou by, by, ... b, sont des fonctions.
On utilise le formalisme matriciel pour condenser les notations :

n a,) a2 ... ain)(n b,
d |y a1 Gz ... G|y b dy
- = ] . |t = —=AY+B
dr : dt
Yn ap1 Ap2 ... Aupn) \Vn by,
—— - —~ . ——
Y A B

B est le second membre du systéeme différentiel.

1.1 Cas oula matrice A est diagonalisable

Soit A une matrice carrée n x n a coefficients réels diagonalisable. On note les valeurs propres
(A1,A2,...A,) et (Uy,Uy,...,Uy) une base de vecteurs propres associés. Lensemble des solutions
de I’équation Y' = AY est un sous-espace vectoriel de dimension n, et les solutions sont:

Y(x) = ale/lleI + (Xzeﬁ'zxuz 4o aneAnXUn

Si, de plus, on fixe la condition initiale Y(0) = Yo, la solution existe et est unique.
La démonstration permet de comprendre comment on arrive a ce résultatla:



Institut Universitaire R3.04 Maths
de Technologie

Aix:-Marseille Université

La matrice A est diagonalisable, on a les relations

A1 0 ... 0

0O A, ... O
A=PDP 'etD=P 'AP avec P la matrice de passageet D= . . .

0O 0 ... A,

En changeant de base, on peut découpler les équation les une des autres. On pose Z = P~'Y,
on obtient,

z1(x) = A121(x)
Sl _1 ) ¥ _1 25(x) = A222(x)
Z=PY = P AY = P APP )Y = P APZ = D7 —

Y'=AY PPl=] PlY=Z P1AP=D

2y, (%) = Ay zp (%)

On a n équations différentielles d’ordre 1 que I'on sait résoudre directement,

z1(x) = apeM*
zh(x) = ape’?”
. avec a;€R
/ _ AnXx
z,(x) = ape’

Il suffit de retourner dans la base originale pour déterminer les solutions,

Y=PZ < Y() = a; MUy + a2 Us + - - + M U,

1.2 Cas ot la matrice A est n’est pas diagonalisable dans R mais dans C

Dans le cas ol est diagonalisable sur C mais pas sur R, il suffit dans la famille génératrice des
solutions de remplacer, pour les valeurs propres complexe conjuguées A, A et les vecteurs propres
complexes conjugués U,U,

ae’U+pe'0  par Re(ae’lU)+Re(ﬁeifJ) avec (a, B) € C*

2 Exemples

2.1 Exemple de systéme diagonalisable dans R: Systeme différentiel linéaire
homogene (d’ordre 1) a deux équations

Soit un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a deux équation,

Y1 =3y+4y) i(yl) _ (3 4) (yl) a _ v
{ Yy =4y1+3y2) T y2) \4 3)\»2 —
R
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Etape 1 : Matrice diagonale.
On détermine si la matrice A est diagonalisable. On cherche les racines du polynéme carac-
téristique :

Ly:=L1+Ly

CzZZCg—Cl

=—A-7)(A+1).

P(M:F—)L 4 '

4 3-1

7-1 0
4 -1-1

Il y a deux valeurs propres, -1 et 7, la matrice est de dimension 2 x 2, elle est donc diagonalisable.
La matrice diagonale est
-1 0
o=(y )

Etape 2: Vecteurs propres et Matrice de passage.
On cherche le vecteur propre U, associé a la valeur propre -1.

1 Ui _ 3 4 Uil —u1,1:3u1,1+4u1,2 u ——u
1 Ui 4 3 Ui —U1,2 :4u1,1+3u1,2 L1 1,2

Onfixe wujp=1 donc U= (_11)

On cherche le vecteur propre U, associé a la valeur propre 7.

u 3 4\ (u Tup) =3uy,1 +4u
/12( 2,1) — ( ) ( 2,1) — { 2,1 2,1 2,2 U1 = U
5% 4 3 Uz» Tupp=4uy 7+ 3u2,2

Onfixe upz»=1 donc Uz= G)

La matrice de passage s’écrit

(-1 1 o 111
P—(1 1) et la matrice inverse P —5(1 1)

Etape 3 : Résultat du systéme différentiel sans second membre.

Yo = Ae *U; + Be™ U,

= y1=—Ae"*+Be™* et y,=Ae *+Be™”

2.2 Exemple de systeme diagonalisable dans C: Systeme différentiel linéaire
homogene (d’ordre 1)

On a I'équation différentielle suivante y” —4y’ + 5y = 0. On a vu lors du cours précédent com-
ment résoudre cette équation linéaire du deuxieme ordre. Ici, on peut aussi la résoudre avec le
formalisme des systemes linéaire (C’est d’ailleurs cette méthode qui est implantée sur la plupart
les solveurs numériques.)
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Lastuce est de poser une fonction intermédiaire g = y’. On se retrouve avec le systéme linéaire

’_ !/
V=g 0 1)\ (y) _(¥
g'=-5y+4g -5 4)\g g
—_——
A

On cherche a diagonaliser la matrice A. On cherche les racines du polynéme caractéristique,

0-1 1

P(M:‘ -5 4-1

‘:/1(—4+/1)+5:)L2—4/1+5

SiI'on calcule le discriminant du polynéme caractéristique, A = —4 < 0. Sans surprise la ma-
trice A n’est pas diagonalisable dans R (sinon on n’aurait pas pu avoir des sinus et des cosinus).
Par contre, on peut la diagonaliser dans C.

PA)=A-2+1)(A-2-1)

On cherche le vecteur propre U; associé a la valeur propre A; =2 —1i.

M (uz'l) - ( 0 1) (ulyl) = { 2t Uz =2-1u,

Uz =5 4)\uip2 2—=Duip=4u12—5u;,

Onfixe wu;3=1 donc U;= (zi i)

On cherche le vecteur propre U, associé a la valeur propre Ay =2 +1i.

)l o) Bt e

Uz -5 4 Up 2 (2+i) Up 2 :4u2,2—5u2,1
Onfixe uy;=1 donc U,= !
21= 27 2+i

On a bien vérifié que U, = U;. En appliquant la formule du cours, on trouve,

vl o)

On explicite les constantes complexes @ = p+iqg et f=r+isavec (p, q,r1,s) des réels.

A Re((p+iq)(cos(x) —isin(x))) 25 Re((r +is)(cos(x) + isin(x)))
(g) —€ (Re((p+ iq)(2—i)(cos(x) - isin(x)))) (Re((r+ is)(2+i)(cos(x) + isin(x))))
oy pcos(x) + gsin(x) 2% rcos(x) — ssin(x)
- ¢ ((Zp + q) cos(x) + (2qg — p) sin(x)) e ((Zr —5)cos(x) —(2s+71) sin(x))

On trouve finalement y(x) = (p + r) cos(x) e?* + (g — s)sin(x)e**. En renommant p+r = a et
(6] - S) = br
y(x) = acos(x)e** + bsin(x)e**, (a,b) € R?

Chercher les racines du polynéme caractéristique correspond exactement a ’équation caractéristique.
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on retrouve la méme formule que dans le cours sur les equations différentielles d’ordre 2. Au
passage, on a aussi la formule de la dérivée,

g=QR(p+71)+(q-9s)cos(x)e** + (2(q—s)— (p+r))sin(x)e**

— ¥/ (x) = (2a+ b) cos(x)e** + (2b — a) sin(x) e**
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