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Séance 3

1 Equations différentielles du deuxiéme ordre

1.1 Généralités

Soit f une fonction de quatre variables. On appelle équation différentielle du deuxieme ordre une
équation de la forme

oy, y0=0
avec y(x) une fonction deux fois dérivable, de dérivée premiere y'(x) et de dérivée seconde y" (x).

Exemples :

e " =3y'-32y)?+sin x est une équation différentielle du premier ordre : onabien f(y", ¥, y, x) =
0 en posant
f:(X,Y,Z,T)—X-3Y +32Z%—sinT

Attention, cette équation différentielle est non linéaire
* Leressort Le principe fondamental de la dynamique d'un mobile sur ressort de masse M et
de raideur k s’écrit,
k
X+—x=0
M
* Le pendule L'évolution de 'angle d'un pendule simple avec un lien de longueur / dans un

champ de gravité g, s’écrit

9”+§9:o

* En mécanique, les équations différentielles faisant intervenir l'inertie sont (presque tou-
jours) d’ordre 2!

1.2 Equations différentielles linéaires

Une équation différentielle est dite linéaire lorsque la fonction y, sa dérivée y’ et sa dérivée sec-
onde y" apparaissent a la puissance 0 ou 1 uniquement. Les coefficients peuvent éventuellement
dépendre de la variable x ,

V') +a@)y (x) +bx)y(x)+c(x) =0, avec (a(x), b(x),c(x)) des fonctions
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Comme pour les équations différentielles d’ordre 1, c(x) est appelé second membre de l’équation
différentielle.

Une équation différentielle linéaire a coefficients constants s’écrit,

y'(x)+ay (x)+by(x)+c=0, avec (a,b,c)eR’

1.3 Equations différentielles linéaires homogenes a coefficients constants

Une équation linéaire a coefficients constants est dite homogene si le second membre est nul. On
note “y sans second membre” yssm. On a directement,

y;,sm(x) + aye".sm(x) + D Yssm(x) =0

Solutions des équations différentielles linéaires homogenes a coefficients constants

Pour trouver les fonctions solutions de I'équation différentielle é’sm(x) +a ygsm(x) + b Yssm(x) =0

(avec a et b des réels donnés) on détermine les solutions de I'équation caractéristique del’équation
différentielle,

Equation différentielle du second ordre Equation caractéristique
Yssm () + @ Yéom (%) + D Yssm (x) = 0 r’+ar+b=0

L'équation caractéristique est un polynéme du second degré dont vous savez trouver les racines
(éventuellement complexes, A = a®—4b.

Cas 1 Discriminant de I’équation caractéristique strictement positif A > 0.

(r1,72) € R? et 1 # 1. Les racines sont réelles. Les solutions de 1'équation différentielles sont
des exponentielles simples (croissantes ou décroissantes).

Yssm(X) = Ae"" + Be™* avec (A,B)eR

Cas 2 Discriminant de I’équation caractéristique nul A = 0.

(r1, 72) € R? et r; = 1». Les racines sont réelles. Les solutions de I’équation différentielles sont
des exponentielles simples (croissantes ou décroissantes).

Vssm(X) = (Ax+ B)e"* avec (A,B)eR
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Cas3 Discriminant de 'équation caractéristique strictement négatif A < 0.

SouscasA (r1,72) € (iR)%. Les racines sont imaginaires pures. Les racines sont complexes con-

juguées donc r; = ia, r, = —ia avec a € R. Les solutions de I'’équation différentielle
sont des exponentielles complexes que I'on peut réécrire sous forme de sinus et de
cosinus. On peut réécrire les solutions de I'’équation différentielle :

Vssm(x) = Acos(ax)+ Bsin(ax) avec (AB)eR

Sous cas B (ry,7,) € C2. Les racines sont complexes conjuguées donc ry = A+ia, = A—ia avec

(A, a) € R%. Les solutions de I’équation différentielle sont des exponentielles complexes
que I'on peut réécrire sous forme de sinus et de cosinus. On peut réécrire les solutions
de I’équation différentielle :

Yssm(X) = (A cos(ax) + B sin(ax)) M avec (A,B)eR

Cette forme de solution s’appelle la solution générale. Il existe une infinité de fonctions véri-
fiant cette équation différentielle si on ne donne pas d’autre précision. Pour trouver une solution
unique a une équation différentielle du second ordre, il faut donner deux conditions initiales ou
limites.

Exemples

1.

. Résoudre

. Résoudre

élsm —4Yssm = 0.

L équation caractéristique est 7> —4 = 0. A > 0 donc les solutions sont r1 = -2 et r, = 2. La
solution générale de I’équation différentielle est donc yssm(x) = Ae™%* + Be?*.

Résoudre

/! —
ssm T 4Yssm = 0.

L équation caractéristique est 7> +4 = 0. A < 0 donc les solutions sont 71 = —2i et 1, = 2i. La
solution générale de I’équation différentielle est donc

Vssm(X) = Acos(2x) + Bsin(2x).

. Résoudre yl, +4' Vism +4Vssm = 0.

L équation caractéristique est 72 +4r +4 = 0. A = 0 donc les solutions sont r1 = —2 et r, = -2
(racine double). La solution générale de I’équation différentielle est donc

Yesm (%) = (Ax + B)e 2%,

gsm + 2yésm +2Yssm = 0.

Léquation caractéristique est 7> +2r +2 = 0. A < 0 donc les solutions sont r1 = —1+i et
r» = —1—1i. La solution générale de I'’équation différentielle est donc

Yssm (X) = (Acos(x) + Bsin(x)) e .

En fait, on pourrait garder le méme formalisme pour le cas A <0,

Yssm(X) =Re(Ae¥) +Re(Be™?*) avec (A B)eC

Les sinus et cosinus provenant des exponentielles complexes.
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2 Résolution des équations différentielles du second ordre avec
second membre

2.1 Solution particuliére

La solution particuliere est une fonction vérifiant I'équation différentielle avec second membre.
Onlanote y,.

La solution deI’équation différentielle linéaire d’ordre 2 et la somme de la solution sans second
membre yssm et de la solution particuliere y,,

Y(x) = Yssm (X) + yp(X)

2.2 Méthode de recherche de la solution particuliere
2.2.1 Second membre exponentiel-polynéme

Pour les équations différentielles linéaires, sile second membre est un produit exponentiel-polynéme
P(x)e"*, on cherchera une solution particuliere avec la méme exponentielle e**.

* Si a n'est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche
¥p(x) = Q(x)e™ avec deg(Q)=deg(P)

* Si a estracine simple de I’équation caractéristique, on cherche

Yp(x) = Q(x)e™ avec deg(Q)=deg(P)+1
* Si a estracine double de I’équation caractéristique, on cherche
Vp(x) = Q(x)e™ avec deg(Q) =deg(P)+2

Dans tous les cas, il faudra déterminer la valeur des coefficients du polynome.

2.2.2 Second membre de la forme e** (P; (x) cos(fx) + P, (x) sin(fx))

On cherche une fonction de la méme forme e** (Q; (x) cos(Bx) + Q2 (x) sin(fx)) avec Q; et Q. des
polyndmes de degré égaux au plus haut degré de (P;, P») = n,

* Sia+if n'estpasracine de I'équation caractéristique, on cherche
¥p(x) = e (Q1(x) cos(Bx) + Qz(x)sin(Bx)) avec deg(Qi) =deg(Q2) = n.
e Si a +ip estracine simple de I'équation caractéristique,on cherche

Vp(x) = €% (Q1(x) cos(Bx) + Qz(x)sin(fx)) avec deg(Q;) =deg(Qz) =n+1.

Dans tous les cas, il faudra déterminer la valeur des coefficients du polynome.
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3 Unicité de la solution (Théoréme de Cauchy)

Soit une valeur de la variable xj, deux valeurs réelles y; et zp données,
il existe une unique solution a une équation différentielle linéaire d’ordre deux vérifiant

fxo)=yo et f'(xo) = zo.

4 Un exemple
Considérons I'équation différentielle (E) : y" -2y’ + y = x?

e Chercher les solutions de I'équation différentielle homogene.

/!
ssm

Equation homogene : — 2yt + Yssm = 0; Equation caractéristique : 1 —2r +1=0
L'équation caractéristique admet une racine double r = 1.
Les solutions de I'équation différentielle homogene sont donc yssm = (Ax+B)e* avec (A,B)€
[RZ

e Chercher une solution particuliere a I'’équation différentielle.

Le second membre est de type polyndme de degré 2. On va donc chercher un polynéme de
meéme degré, y,(x) = ax®>+bx+c.Onadonc y'p(x) =2ax+bet y;; (x) =2a.

On réinjecte dans |’équation différentielle,

yg—Zy;,+yp:x2:>2a—2(2ax+b)+ax2+bx+c:x2

On identifie les coefficient: a=1, -4a+b=0<b=4et2a-2b+c=0<c=6

La solution particuliere est donc y,(x) = x> +4x+6

e Donner la solution générale de I’équation différentielle.
La solution générale de I'équation différentielle est la somme de la solution particuliére et
de la solution sans second membre donc

y(x) = (Ax+B)e* + x* +4x +6

* trouver la solution respectant les conditions suivante y(0) =5 et y'(0) = 4.
On calcule y(0) ety’(0), y0)=B+6=5<B=-lety (0)=A+B+4=4<A=1

la solution est donc
y(x)=(x-1De*+ x> +4x+6
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