Institut Universitaire k2.04 Maths
de Technologie
Aix+Marseille Université
2
Séance 5
1 Recherche des valeurs propres
Soit A une matrice diagonalisable de taille n x n. A posseéde n valeurs propres notées Ay,---,A,.
Les valeurs propres sont les racines du polyndme caractéristique de A,
PA) =det(A-AI,), i.e.lessolutionsde det(A—AI,)=0
Attention toutes les matrices ne sont pas diagonalisables.
Exemple,
-3 1 4
Soitlamatrice A=| 3 2 3 |[.Trouver les valeurs propres de A.
6 3 -1
—3-1 1 4 6-1 6-A 6-A |t
det(A-ALL)=| 3 2-1 3 |=| 3 2-21 3 (1)
6 3 -1-2 6 3 -1-2
6 _ A, 6 _ A 0 C3::C3—Cl 6 _ /‘, 0 0 CZZZCQ—Cl
= 3 2-A 0 =1 3 -1-2 0 2)
6 3 -7-1 6 -3 -7-1
=6-MD-1-M)(-=7-1) 3)

Les solutions de det(A—AI3) = (6—-A)(—=A1)(=7—A) =0 correspondenta A; = —=7,4, = -1, A3 =6.

2 Recherche des vecteurs propres

Les vecteurs propres de A sont les vecteurs dont la direction est conservée par ’application de
la matrice A. Les vecteurs propres sont associés a une valeur propre A.

X1

X2
SoitX=| . |, Xestunvecteurpropresi AX=AX (notéaussi(A-AL,)X=0)

Xn
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-3 1 4
Exemple : Cherchons les vecteurs propresde A= 3 2 3
6 3 -1
e Vecteur propre X; associé a la valeur propre 1; = -7
Ftape 1: Calculde A—AJ

-3 1 4 1 00 -3 1 4 7 00 4 1 4
A-(-7NI3)=13 2 3 |--7|0 1 0|=13 2 3 |+|0 7 0|=(3 9 3
6 3 -1 0 01 6 3 -1 0 0 7 6 3 6
Etape 2 : Recherche du vecteur propre
4 1 4\ [(x; 4x1+x2+4x3=0
A-(7NLE)X;=|3 9 3||x]|=0=< 3x1+9x%+3x3=0
6 3 6)\x3 6x1+3x2+6x3=0

Ici on se rend compte que les lignes sont liées (il existe une combinaison linéaire des lignes
entre elles, par exemple 11L3 — 2L, — 15L; <= 0 = 0, on le savait car le déterminant de
A—(=7)I3 estnul. On va alors essayer d’exprimer deux coefficients en fonction du troisieme,
en ne conservant que deux équations libres du systéme, par exemple les lignes 2 et 3,

3x1+9x2+3x3=0 — 15x, =0 — X2=0
6x1 +3x2+6x3=0 L1:=20,-L, | X1 +9x2+3x3=0 X1 =—X3
-1
Finalement on peut exprimer X; = x3| 0 | on peut choisir n'importe quelle valeur pour x3,
1
1
prenons par exemple x3=-1, X =| 0
-1
* Vecteur propre X, associé a la valeur propre A, = -1
Ftape 1: Calculde A— AT
-3 1 4 1 00 -3 1 4 1 00 -2 1 4
A-(-DL)=|3 2 3 |-(-D|0 1 0f=13 2 3|+|0 1 0)]=13 3 3
6 3 -1 0 01 6 3 -1 0 01 6 30
Etape 2 : Recherche du vecteur propre
-2 1 4\ (x; —2X1+X2+4x3=0
A-(-1DLE)X, =13 3 3|[x]|=0= 3x1+3x2+3x3=0
6 3 0)\x3 6x1+3x2=0

Ici on se rend compte que les lignes sont liées (il existe une combinaison linéaire des lignes
entre elles, par exemple 3L, +3L3 —4L, < 0 = 0, on le savait car le déterminant de A —
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(=1)I5 est nul. On va alors essayer d’exprimer deux coefficients en fonction du troisieme,
en ne conservant que deux équations libres du systéme, par exemple les lignes 1 et 3,

{ —2xX1+Xx2+4x3=0 (:>{ —2xX1+Xx2+4x3=0 (:>{ X3 = X1

6x1+3x,=0 Xo = —2X1 Xo=—2X1
1
Finalement on peut exprimer X, = x; | —2 | on peut choisir n'importe quelle valeur pour x,
1
1
prenons par exemple x; =1, Xp = | -2
1

e Vecteur propre X3 associé a la valeur propre 1, =6
Ftape 1: Calculde A— AT

-3 1 4 1 00 -3 1 4 6 0 0 -9 1 4
(A-6I3)=13 2 3 |-6{0 1 0]=f{3 2 3]|-|10 6 0]=(3 -4 3
6 3 -1 0 01 6 3 -1 0 0 6 6 3 7
Etape 2 : Recherche du vecteur propre
-9 1 4 X1 -9x1+x2+4x3=0
(A-6L)Xs5=|3 -4 3 |[x2]|=01{ 3x1—4x2+3x3=0
6 3 -7)\x3 6x1+3x—7x3=0

Ici on se rend compte que les lignes sont liées (il existe une combinaison linéaire des lignes
entre elles, par exemple L + L, + L3 < 0 = 0, on le savait car le déterminant de A —613
est nul. On va alors essayer d’exprimer deux coefficients en fonction du troisieme, en ne
conservant que deux équations libres du systeme, par exemple les lignes 1 et 2,

—9x;+x2+4x3=0 — —11x,+13x3=0 - x3=11/13x,
3x1—4x2+3x3=0 L1:=1,+3L, | 3x1 —4X2+3x3=0 x1 =19/39x;,
19/39
Finalement on peut exprimer X3 =x,| 1 on peut choisir n'importe quelle valeur pour
11/13
19
X, prenons par exemple x, =39, X3 =39
33
3 Matrice diagonale
Soit (X3,---,X},) les vecteurs propres de la matrice A. La matrice de passage de la base dans

laquelle A est diagonale vers la base originale est notée P.
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Xl Xn

X1,1 ot Xn

X2,1 AR %)
P=

Xn1 ot Xnn

Pour I'exemple précédent, la matrice de passage s’écrit :

1 1 19 1 1 19
X;=|0|; X=|-2]; X3=139| dou P=|0 -2 39
-1 1 33 -1 1 33

et la matrice inverse,

-105 -14 77 15/26 1/13 -11/26
-39 52 -39|=|3/14 -2/7 3/14
-2 =2 =2 1/91 1/91 1/91

b
182

La matrice A peut s’écrire sous forme diagonale en passant de la base initiale a la base propre,

-7 0 0
A=PDP ' avec D=0 -1 0
0 0 6

4 Puissance d’'une matrice diagonale

La diagonalisation est une méthode intéressante pour bien comprendre le comportement d'un
endomorphisme linéaire.

La diagonalisation est aussi intéressante pour calculer les puissances d’'une matrice.

Soit A une matrice n x n diagonalisable telle que A= PDP~! avec D une matrice diagonale,

A 0 - 0

0 Ao .
D= . . alors A"=AxA---xA
N : —

k fois
0 0 - A,
= (PDP")(PDP™)---x (PDP™")
k?gis
=PD(P'P)D(P"'P)---x (P"'P)DP”!
kE(r)is

=pPD---DP"! car P'P=1, et DI,=D.

—
k fois

= ppkp1

Les puissances d'une matrice diagonale s’expriment facilement,
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/1/16 0 --- 0
|0 2K 0
0 0 Ak

Exemple : on peut calculer les puissances de la matrice A%,

2401 0 0
A*=prD*P7! avec D*=| 0 1 0
0 0 1296

2401 1 24624
PD*=]| 0 —2 50544
-2401 1 42768

1656 455 —745
A*=| 555 556 555
—915 285 1486



