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Séance 2

1 Déterminant d’'une matrice 2 x 2

Soit A une matrice 2 x 2, le déterminant de A est le produit croisé de ses coefficients,

b':ad—bc

_(a b ) . oo _|a
A_(c d)’ le déterminant s écrit det(A)—'C d

2 Déterminant d’'une matrice carrée n x n

2.1 Mineur

Soit A une matrice n x n. Le mineur m; ; de A est le déterminant de la matrice (n—1) x (n—1)
obtenue en éliminant la ligne i et la colonne j de la matrice A.

On enléve la i®™® ligne et la j*™ colonne de A :

-eme

j&¢ colonne

aii ai,j-1 di,j ay,j+1 ai,n
1
1
ai-1,1 Aj-1,j-1 Gia1,j  Ai-1,j+1 ai-1,n
A=| @pr-------Qrp=r---QLj---jrr-------Qn jeme ligne
ait1,1 Ait1j-1 Qi+l Aitl,j+1 Ait1,n
. . [} .
I
1
an,1 An,j-1 ag,j ap,j+1 An,n
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On en déduit le mineur,

a, o aj-1 ayj+1 o din
mi = aj-11 0 4j-1,j-1 Gi-1,j+1
L] —
ai+1,1 0 Aj+l,j-1 Gi+l,j+1
an,1 an,j—l an,j+l *tr Ap,n

1 2 1

Exemple, soit A=|2 4 0
T 0 V3
(

Mineur en position (1,1) :

1™ colonne \
_1_ I TR, 1¢6re llgne

4 0
A= 2: 4 0 == ml,lz‘o \/5'24\/5
T 0 V3

Mineur en position (2,2) :

2°M€ colonne

12

A=|2--4--0- 2°™¢ ligne = mzzz‘l 1 ':\/:‘_3—7[
70 V3 colm V3
Mineur en position (3,1) :
1°® colonne
A= ; 421 (1) = mgrlz‘i (1)‘——4

7Ir- -0--v3J 3°M€ligne

2.2 cofacteur

Le cofacteur est s’exprime simplement a partir du mineur, ¢; j = (—1) Him,, i
En reprenant I’exemple précédent, on peut facilement donner les cofacteurs :
e c1=CD"my = (-1)%4v3=4V3
* 0= (=D"Pmyy = (-1)*(V3-m) = (V3-m)
* 31=(D""mgy = (-1 (-4) =4
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Pour aller plus vite, on peut utiliser la matrice des signes de co-facteurs, en commencant avec
un plus en haut a gauche et en alternant les signes. La matrice 3 x 3 des signes s’écrit

+1 -1 +1
S3=|-1 +1 -1
+1 -1 +1

On peut alors calculer rapidement le cofacteur, toujours avec la matrice A,
Cofacteur en position (1,2) :

28me colonne )
+1 +1 1--2--3-3 17¢ligne 2 o
Ss=|-1 41 -1| etA=|2 4 o = 1= )‘ =-2V3
1 ’ T \/§
+1 -1 +1 T 0 V3
Cofacteur en position (2,3) :
38me colonne
+1 -1 +1 12 1\ -
S3=[-1 +1 et A= -2--4---(?-- 27 ligne C3=00| O‘=2ﬂ
+1 -1 +1 T 0 V3
Cofacteur en position (3,3) :
3¢me colonne
+1 -1 +1 1 2 ] -
S3=|-1 +1 -1| et A=|2 4 Q = c33=( )‘2 4':0
+1 -1 - 0--v34 3°7€ ligne

2.3 Expression du déterminant avec les cofacteurs

Pour les matrices plus grandes que les matrices 2 x 2, le déterminant est calculé en développant
selon une ligne ou une colonne a I'aide des cofacteurs c;, ;.
En développant sur la i*™ ligne :

al,l oo alyj oo al,n
n
det(A)=|a;y - a;j - ajn|= Z ai,jCij
j=1
an,l an’j an’n
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En développant sur la j®™¢ colonne :

al,l oo al,] oo al,}’l
n
det(A) =|a;; - ai,j - Qip|= Z ai,jCi,j
. i=1
an1 an,j An,n

2.4 Comatrice

La comatrice est la matrice des cofacteurs. La comatrice d'une matrice A est notée com(A).

1 2 1
Pour la matrice A = (2 4 0 ), on peut calculer un a un chacun des cofacteurs puis les re-
T 0 V3

placer dans la comatrice. On obtient

43 -2v3 —4An
com(A) = (—2\/§ V3-n 2n )
—4 2 0

3 Déterminant d’'une matrice 3 x 3

On peut calculer le déterminant d’'une matrice 3 x 3 en développant le déterminant selon une
ligne ou une colonne.

a b c +1 -1 +1
On considere la matrice quelconque A=|d e f|etlamatricedesignesS3=|-1 +1 -1|.
g h i +1 -1 +1
On peut développer le déterminant par rapport a la premiere ligne,
det(A) = (+1) x ax Z ]lc +(=1)xbx Z { +(+1)xcx d Z‘ =aei—afh-bdi+bfg+cdh—ceg

4 Propriétés des déterminants

* J'addition ne fonctionne pas : det(A + B) est différent de det(A)+det(B)

e det(AT)=det(A)

e det(AB) = det(A)x det(B)

o det(kA) = k?det(A) si A est une matrice 2 x 2. En toute généralité, si A est une matrice n x n,
det(kA) = k"det(A).

* Le déterminant est inchangé si on ajoute a une colonne une combinaison linéaire d’autres
colonnes du déterminant.
Par exemple,

a-2b b
c—2d d

det(A) = c d

ab‘

‘:(a—Zb)d—(c—Zd)b:ad—bc
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e Le déterminant est inchangé si on ajoute a une ligne une combinaison linéaire d’autres
lignes du déterminant.
Par exemple,

a b
c—3a d-3b

det(A) =

a b
c d

':a(d—3b)—(c—3a)b:ad—bc

e Dans un déterminant s’il existe un facteur commun dans une ligne ou une colonne , on
peut le factoriser, par exemple,

3a 3b
c d

=

a b|
c d| ’

a b _
5¢ 5d|

a b
c d

e Le déterminant d'une matrice diagonale est le produit des éléments de sa diagonale prin-
cipale.

det(A) = =1x2x6=12

oS O

0
2
0

oD O O

e Le déterminant d'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est le produit des élé-
ments de sa diagonale principale.

1 2
det(A) =10 5
00

© o W

1 00
=1x5x9=45 ; det(A)=|4 5 0[=1x5x1=5
1 11

5 Calcul de déterminant

On peut utiliser certaines regles de calcul utiles pour simplifier le déterminant a calculer.
* si on échange deux colonnes d'une matrice, le déterminant se change en son opposé;
* on ne change pas la valeur du déterminant d’'une matrice en ajoutant a I'un de ses vecteurs
colonnes, une combinaison linéaire des autres vecteurs colonnes;

Exemple :

1 2 X 0 X+2 x+2 C1:=C1-Cy/2 8 12 6 8 12 0 C3:=C3-C»/2
-1 X 2:—1—% X 2 ;12 02 3|=12 2 2

1 -5+x 7| |£-% -5+x 7 1 -1 5 |1 -1 4

e on ne change pas la valeur du déterminant d'une matrice en ajoutant a l'une de ses lignes,
une combinaison linéaire des autreslignes;

Exemple :
1 2 x| [0 x+2 x42/fThtl 8 7 6l |0 -1 —gl=lim
-1 x  2=1 x 2 c 2 2 3/=2 2 3
1 -54+x 7 1 -5+x 7 1 -1 5 1 -1 5
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¢ ]e déterminant d’'une matrice est nul si I'un des vecteurs colonnes est nul, ou si 'un des
vecteurs colonnes est combinaison linéaire des autres vecteurs colonnes.

1 2 X
Exemple : det(A) = |1 X 2| =0 car la somme des colonnes 2 et 3 est égale (x+2) fois
1 -5+x 7

la colonne 1 (C2+C3 = (x +2)Cq).

¢ le déterminant d’'une matrice est nul si 'un des vecteurs lignes est nul, ou si I'un des vec-
teurs lignes est combinaison linéaire des autres vecteurs lignes.
Exemple :

det(A) = '1 4 ' =0 car la ligne 2 est égale a 3 fois la ligne 1 (L, = 3L,).

3 12



