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Exercices

1 Calcul matriciel

1.1 Exercicel

1 1 1 1 01 11
. 1 11 0011 . ,
Soient A = 00 1 1 etB = 000 1 deux matrices d’ordre 4.
0 0 01 0 00O

1. Calculer B%.

2. Exprimer A en fonction de B et de I; En déduire A”.

1.2 Exercice 2

. 2 1 . . . .
Soit A= ( 0 2) , par récurrence déterminer A” pour n entier non nul.

2 Déterminant

2.1 Exercicel

Montrer, sans le développer (par substitution linéaires uniquement) que

l1+a a a
A=| b 1+b b |=14+a+b+c
c c l1+c¢

2.2 Exercice 2

1

. . . 1

Calculer le déterminant suivant : A = ]
1
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3 Systemes linéaires

L'étude de I'équilibre statique d'un systeme mécanique a donné lieu a I’écriture de 3 équations
reliant les inconnues du systeme (x1,x2 et x3) : x; + xo — P = 0; X, —cosaxs = x; + 1 et sinaxs =

X1 —sina(P + xy).

ANl R S

Résoudre le probleme.

4 Intégration

Ecrire ces 3 équations comme un systéme linéaire a 3 inconnues.
Ecrire ce systeme sous forme matricielle.
A quelle condition sur a n’y a t'il pas une solution unique?

Calculer la matrice inverse.

INTEGRATION : Calcul Direct
Correction de quelques exercices

Ex 3: Calcul par integration par parties

(h) vx.In(x) :

JVx.In(x)dx = %x%.ln(x) - %fx%%dx+l(
= %x%.ln(x)—%f\/fx)dx+1<
= %x%.ln(x)—%x% +K
= 23 (In()-2)+K

ouKeR.
() e*cos®(x) :
[e*cos?(x)dx = f%dx+%fexcos(2x)dx
_ e
= % + Ej
ouKeR.
£ = [e*cosx)dx

X

e*cos(2x)+2 [e*sin(2x)dx
e*cos(2x) +2e*sin(2x) —4 [ e cos(2x)dx
e*(cos(2x) +2sin(2x)) —4.%

Dong, £ = £ (cos(2x) +2sin(2x) + K.

5

Ainsi, fexcosz(x)dx = %(Sex +cos(2x)+2sin(2x))+ K, KeR.

(k) sin(In(x));
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()

[sin(n(x)dx = [x.1isin(n(x))dx
= —xcos(In(x)) + [ cos(n(x))dx
= —xcos(In(x))+_¢
7z J cos(In(x))dx

[ x.2cos(In(x)dx
x.sin(In(x)) — [ sin(n(x))dx

Donc,
[sin(In(x))dx = £ = —xcos(In(x)) + xsin(In(x)) — ..
Ainsi, .# = 3 (sin(In(x)) — cos(In(x))) + K, KeR.

R2.04 Maths



Institut Universitaire R2.04 Maths
de Technologie

Aix:-Marseille Université

Ex4:
1. Ji t2etdr:
fo2etde = [t2e"1y -2 [ teldt
= [Pel—2te'l}+2 [ e'dt
= [tzet—Ztet+2et](1)
= 2.(e—-1

2. [Zcost.In(l+cosndt:

s s
f02 cost.In(1+cost)dt = |[sin tln(1+COSt]§ +f0 sin tli’c’f,itdf
_ 2 1l.05°t
- 0+f0 licostdt
= fo 1-costdt
/4

= [t—sint]g
_ T
= 2-1

2 In(1+1)
3. [f =F2dt
Jidrig: = flzln(1+t)1dt

[ ln(1+t)]2 dt

nd 1t1+t
— [ n(t+t)]2+j

_ 1

g = [ mzdt
— fZ 204121 g
S Y

2 2t+1
fl 2+t t+ldt

= [n(#*+1)-2In(1+ 1))

Donc,

JPlthge = |- ln“”)+1n(t2+t) 2In(1+1))?
= In(5) - 1n(3)+21n(2)

g = [{cos(mlnx)dx
= [{l.cos(rln x)dx
= [xcos(mlnx)|¢+ [ wsin(wln x)dx

= l-e+n ¢

F = [{lsin(xlnx)dx
= [xsin(rln x)]f—nfle cos(mln x)dx
= 0-n¢ @))]

Donc: ¢ =1-e-n%¢
Ainsi, . = 1+1n2 (1-e)
Et, # = 17>(e—1), d’aprés (1).
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Ex8:

T _xSinx.
0 3+sin2x

Changement de variable :
t=n—x,donc:

X=m—t
sinx=sin(m—t)=sint
dx=(-1)dt
x:0..m=>¢t:m.0
Donc,
_ 0 (m—1t)sint
S = fﬂ 3+sin?t ° (= Ddt
fﬂ (m— t)sznt
S
fO 3+szn2tdt o4
Etainsi: ¥ = % [ Z20_d

Comme3+sin’t=4—cos’t=(2—-cost)(2+cost), on peut écrire :

_TI sint
-2 fO (2—cost)(2+cost)dt
Et en décomposant en éléments simples, on a:

_T sint sint ’ P
=Z [y G2EL + 3rc0s7) 1, qu'on peut écrire :

— 7r sint _ —sint . . Lo s . .
z Jo GEEL — —SIRL) g ¢ pour faire apparaitre les dérivés logarithmiques...

Flnalement 1 F = %[lan —cost|—1In|2fcos t|]f = %ln(?»).

N.B. : La décomposition en éléments simples n’est pas naturelle, mais a priori, la seule chance

s s ’ : sint .a.sint b.sint .
de trouver une primitive et d’ecrire G cos (2Tcos SOUS la forme 5teos; T arenss €L COMME la vie

est bien faite, on trouve: a=b=1/4.

Ex9:
Lt x8+2
(e): f x2+3x+2 dx
X342 — X+3x%2+2x+2-3x%2—2x
X2 +3x+2 5c2+3x+2
= x-— 3x°+2x-2
X24+3x+2
—  yx_ 3xX°+9x+6-7x-8
Yxg
= X-3+ (x1+1)(x+§)
x—-3+ =1 + —

Donc les pr1m1t1ves recherchees sont de la forme :
2
3—3x+ln|t+ 1/+6ln|t+2|+ K, KeR.
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) : [F 255 —dx

x(x 1)(x+3)
__2x-5 _51_3_1 _11_1
x(x—=1)(x+3) — 4 x—1 12 x+3

Donc les primitives recherchées sont de la forme :

5 3 11
glnlxl—zlnlx—ll—Eln|x+3|+K, KeR.

Ex11:

Soit I, = [ (1 - t3)"dL.

1. .
I = [y0-Q-)"'dt
fia- tz)”_ldt+folﬁ.(—21nt)(1— )" dt
- 1,,_1+[%in(1—t2)”]5—%f0 (1-t>)"dt
= In—l_ﬂln
Donc, I, = 522 T,—1 (1)

2. D’aprés (1), on déduit :

no 2k
I, = * 1.
. ,}:[12k+1 0
Et Iy =1, donc:
I,=2"(n- 1)']'[

L en+ny

3. Pour calculer I, on peur aussi ecrire :
I, = [a-)"dt

- folzckln_k( rdr
= ch( 1)f **dr

= Ck [ | Qe
,;) nl )2k+1

n

kz—:zn(n—l)!l_[

n
O lut Y ¢k —_—.
n conclut que k;) n(=1) Tl U
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Quelques conseils :

— Pour calculer la primitive d'une fonction qui est le produit d'une exponentielle et d'une
fonction trigo, on fait 2 integrartions par parties et on se ramene a une équation a résoudre.
(cfex3).

— pour les changements de variables: u = f(x) :
du= f,(x)dx oualors dx = (f 1) (wdu

— Fonctions rationelles :
Se ramener a qqch de la forme : f(x)=A(x) + gﬁiﬁ A(x) est un polynome et il y autant de
fractions % que necessaires.
Il faut simplement que : deg(N(x)) < deg(D(x)).




